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Resumen—En este trabajo se presenta la estabilizacion
de un robot mévil tipo (2,0), desde cualquier condicion
inicial al origen. El objetivo es demostrar que con el modelo
cinematico, la extension dindmica de sus variables de estados
y una ley de control sencilla, se logra la estabilizacion del
sistema no lineal. Debido a la simplicidad de la ley de control
es posible implementarla en sistemas empotrados con bajo
poder computacional. La estrategia de control propuesta
considera los limites en las sefales de entrada del sistema
mediante el uso de funciones de saturacion. Se analiza la
estabilidad, en el sentido de Lyapunov, del sistema en lazo
cerrado. El esquema de control se valida mediante resultados
en simulacion con el objeto de demostrar su efectividad.

Palabras clave: Robot movil (2,0), estabilizacion, funciones
de saturacion, control no lineal.

I. INTRODUCCION

La robdtica mévil ha tomado auge en atencién a controlar
sistemas de forma auténoma, por consiguiente se establece
la necesidad de evaluar sistemas de control simples o
sencillos que resuelvan la diversidad de problemas de
una forma confiable, estable y robusta. Entendiendo que
los recursos de procesamiento de informacién deben ser
minimos para lograr una sinergia apropiada entre las
demds areas como capacidades de procesamiento digital,
consumo de energia, optimizacion de recursos de hardware
en sistemas empotrados, entre otras. Varios problemas
de control son atendidos por varios autores a un robot
movil, tal como seguimiento de trayectoria, navegacién
y estabilizacién. El objetivo de control de este trabajo
estd enfocado a la estabilizacién en lazo cerrado, bajo
condiciones iniciales arbitrarias, de un robot mdvil tipo
(2,0). La clasificacién estd establecida por (Campion y
D’ Andrea-Novel, 1996) a partir de los grados de movilidad
y direccionalidad del robot mévil.

El problema de estabilizacién para el robot mévil (2,0)
ha recibido mucha atencién en los ultimos afios (Zhang
y M., 1997), (Nifio, 2007), (Nascimento Martins, 2008),
(Silva, 2008) y (Chang, 2010). Se ha demostrado que
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este problema de control no puede ser resuelto mediante
el uso de una ley por retroalimentacion estitica de
estados invariantes en el tiempo (Campion y Bastin, 1991)
y (Samson y Ait-Abderrahim, 1991). Por ello, se
plantea utilizar sistemas de control de retroalimentacién
discontinuos o variantes en el tiempo, como en (Bloch
y Reyhanoglu, 1991) y (Pomet y Campion, 1992).
Los autores (Canudas y Sordalen, 1992) y (Pomet y
Campion, 1992) ejemplifican la estabilizacién del robot
moévil con restricciones no holonémicas. Un ejemplo
claro de un controlador discreto para el seguimiento de
trayectorias se presenta en (Canudas y Sordalen, 1992).
En (Zhang y M., 1997) se establece un trabajo amplio
de la estabilizaciéon de un robot mdévil con restricciones
no holonémicas con un control de retroalimentacion
discontinuo, con consecuencias de procesamiento de
célculo complejo para su implementacién. En (Sira, 2011)
se presenta el control lineal robusto de un vehiculo no
holonémico de un solo eje considerandolo como un sistema
no lineal diferencialmente plano.

El interés particular del presente trabajo estd enfocado
al problema de regulacién para el robot mévil (2,0) con la
inclinacién de una estrategia de control sencilla y funcional,
para lo cual se considera al sistema con extensién dindmica
de sus variables de estado. Ademas la estrategia de control
es considerada en cascada para mejorar significativamente
la estabilizacion del sistema. Entonces, inspirados en los
trabajos de (Teel, 1992) y (Johnson y Kannan, 2003) se
proponen dos leyes de control basadas en saturaciones
imbricadas con garantia de polos reales diferentes de uno.

El articulo estd organizado de la siguiente manera. En la
seccion II se establecen algunos preliminares matemdaticos
para atender el modelo matematico del robot mévil. En la
seccién III se define el problema a tratar. En la seccién IV
corresponde a la estrategia de control. La seccién V se pre-
senta los resultados obtenidos en simulacién. Finalmente,
las conclusiones y perspectivas se presentan en la seccién
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II. PRELIMINARES MATEMATICOS
II-A.  Modelo Matemdtico del robot movil.

La representaciéon esquemadtica de un robot moévil tipo
(2,0), el cual tiene dos grados de libertad y cero de direc-
cionabilidad se muestra en la Figura 1, donde se proyecta
P(x1,xz2) en el plano coordenado (X7, X2) del sistema de
referencia (X7, X2, X3), con una orientaciéon 6 del robot
con referencia al eje X;. Su locomocidn es lograda a través
de las velocidades angulares wg y w; que proporcionan
las dos ruedas convencionales, con lo cual se obtiene la
velocidad lineal u; y la velocidad angular us.

Figura 1. Localizacién del robot mévil (2,0) en el plano coordenado.

La velocidad lineal en el sistema de coordenadas iner-
ciales estd formada por las proyecciones de u; segin los
ejes X1 y Xo, es decir 1 y &2. La velocidad angular us
es igual a la razén de cambio de 6 con respecto al tiempo
y es denotada como 6. Asi, el modelo cinematico del robot
mévil tipo (2,0) se muestra en (1), donde w; y us son las
variables de control.

T, = uygcosf
Lo = uysin @
é = Uy

(D

En (Sanchez, 2005) es posible verificar la relacién exis-
tente entre u;1 y ug con wg y w; como lo define la Ecuacién

@.

v — (wq J;wi)r
2
_ (wg —wy)r @)
2=y

donde 7 es el radio de la rueda y [ es la distancia entre el
punto P y alguna de las ruedas.

II-B. Control de una cadena de integradores mediante
entradas acotadas.

Definicion I: Dada una constante positiva M, una fun-
cién op; + R — R se dice ser una funcién lineal de
saturacion para M si es continua, no decreciente tal que

3)

o j(s) = min(M;, max(—Mj;, s))
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y satisface que sops;(s) > 0 para todo s # 0.

Las funciones de saturacién son de mucho interés en
sistemas que estdn sujetos a restricciones en la amplitud
de la entrada. En este caso los limites M; permiten acotar
la magnitud de la sefial de control y establecer un rango
de operacion de los actuadores y asi evitar posibles dafios.

Lema 1: Considere al doble integrador 31 = yo, y2 = u,
con la siguiente ley de control acotada

“4)

donde ojp7;(-) estd definida en (3), con My > 2M; y
a2y > 0 pardmetros de sintonizacién. Entonces, el
sistema en lazo cerrado es globalmente y asintoticamente
estable (GAS).

U= —UMQ((hyQ + onm(agys + a1a2y1))

La demostracién de este Lema se lleva a cabo utilizando
lo expuesto en los trabajos (Teel, 1992) y (Johnson vy
Kannan, 2003) pero se realizard con fines de claridad.

Demostracion: Sea la transformacién lineal { = Ty
cony = (y; yg)T la cual transforma al doble integrador en
el sistema ( = A¢( + Beu, donde:

0 an . ag
oo )re=(i)
®)

o aza; a2 o
(5 )

Gracias a este cambio de variable el doble integrador
queda expresado en la forma:

G1 = as(e + azu

(6)
CQ = aiu
conu = —opr9(Ca+oar1(¢1)). En consecuencia, el sistema
en lazo cerrado se escribe como:
G1 = as[Ce — oma(Ge + o1 ()] )

G2 = —a10nr2(C2 + onr1(C1))

Con el fin de analizar la convergencia de las variables del
sistema, considere primeramente la evolucion del estado (5.
Considere la funcién candidata de Lyapunov Vi = (o2
Derivando esta funcién y evaluandola a lo largo de las tra-
yectoria de (o, se obtiene Vs = 2(o(s = —2a1C20n12(Co +
oa1(¢1)). Suponiendo que |(o| > 2My, ie |(o| € [2M; +
o0), lo que implica que |(a+0ar1(¢1)| > Mi+e,cone >0
suficientemente pequefio. Por lo tanto, se puede afirmar que
Ca+0oar1(¢1) es del mismo signo que (> y en consecuencia
Vs < 0. Lo anterior implica que (2 va a entrar al conjunto
Dy = {(2:|C2| <2M;} en un tiempo finito ¢; y va a
permanecer en €l para todo ¢ > t;. Mientras tanto, por
el Lema 4 en (Marchand y Hably, 2005) se garantiza que
el estado (; se mantiene acotado.

Una vez, sucedido esto, (2 + oar1(C1) € [—2M7,2M), y
esto significa que ops4(-) no estd saturada, por lo tanto el
Sistema (7) se convierte en:

C:1 = —CLQUMl(Cl)

G2 = —a1[C2 + onr1(C1)] ®)
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Sea la siguiente funcién candidata de Lyapunov para

considerar la evolucion de ¢; : Vi3 = C12. Derivando
esta funcion y evaluandola a lo largo de la trayectoria
de (1, se obtiene, Vi = 2(1¢1 = —2a26101(¢1). De

acuerdo a la definicién de la funcién de saturacidn, esto
implica que Vi <0 y (1 decrece y entra al conjunto
&y = {¢ :|¢G1] < M;} en un tiempo finito to > t1 y se
mantiene en él para todo ¢ > t5. Esto significa que oprq(+)
no estd saturada y el sistema (8) se convierte en:

G = —asCy
(o= —a1(C+ ) ©
o en forma matricial:
G _f —a2 O C1
(&)-(%)(e) o

que tiene la forma g“ = Af, cuya solucién E = e4t(0)
tiende a cero cuando ¢ — oo, puesto que A es Hurtwitz.
Por lo tanto el sistema es global y asintticamente estable
y ademds es exponencialmente estable de manera local.

|

Considere ahora el siguiente sistema no lineal,

i=vy2 Pp=om(u) z=y (1
Ahora el objetivo es hacer que z siga una trayectoria de

referencia deseada z4, dada por z4, 24, Z4.

Lema 2: Si |Z4] < M3 — § para todo t > t( y para algtin
0 >0, con My <46, My > 2Mji, la ley de control

U= fz’d—aMg(alig +omi(azs + alagil)) (12)

con opy,(-) definidaen 3) y 21 = y1 —ya Y 22 = Y2 — Ya»
resulta en un seguimiento asintético.
Demostracion: En términos de Z; y 2o, (11) se
convierte en
Z1 =29 29 = —Zq+ O M, (u) (13)
Observe que con la ley de control (2) y seleccionando
My < 4, entonces o y3(-) siempre opera en su regién lineal,
por lo que el sistema en lazo cerrado es:

Z1=2%3 Zp= —UMQ(0152 +omi(azzz + ala251))

(14

este sistema es similar al tratado en el Lema 1, por lo que las

condiciones de estabilizacion ya estdn establecidas. Enton-

ces Z12(t) — 0 y en consecuencia z(t) = y1(t) — zq(t)

cuando ¢ — oo. Esto concluye la prueba de seguimiento
asintético.

|

D.R. © AMCA Octubre de 2012

I11.

El robot mévil tipo (2,0) representado por (1) es des-
compuesto en dos subsistemas. El primer subsistema >;
representa las ecuaciones del movimiento de traslacién y
el subsistema X, representa la ecuacién del movimiento
de rotacién, la cual es independiente de x; y x2. Sea
z = (x1,,21,,%2,,%2,) = ([ 21,21, [ 22, 22). Entonces,
el subsistema X1 := f(x,0) y Xo := ¢(6) se escriben como:

DISENO DEL SISTEMA DE CONTROL

1 = T1
1y = uy cos 0 15)
T21 = T2y
Loy = U1 8in 6
0 = us (16)

Note que el sistema X5 es un integrador simple con us
como Unica entrada externa. Por otra parte, el sistema 3,
esta constituido de dos dobles integradores, independientes,
que contienen u; y 1 como entradas externas comunes.
Entonces, 6 sera considerado un control virtual (Olfati-
Saber, 2000), (Zavala et al., 2003), que conjuntamente con
u1, controlara al subsistema Y. Primeramente, suponga que
existe un control uy que lleva a # a un dngulo deseado 60,
el cual esta dado por:

r
0, := arctan (2>
T

donde 71 y 72 se definirdn posteriormente. Note que para el

64 representado por (17), se tiene que cos(6y) = \/% y
TITTrS

sin(fy) = —=2—. De esta manera, la entrada de control

/21 .2
ri+r;

a7

uliy/T%+7‘% (18)
con 0 = 64, transforma al sistema (15) en:
1:11 = T11
Tig =T
12 1 (19)
T21 = T21
Tog = T2

Teorema 1: Considere al sistema (1) con la entrada de
control acotada u; = /r? + 12 con r1 y ro dadas por:

ry = *0M2(01$12 + o (azr1s + alazwu))
(20)
ro = —CTM2(b1$22 + oy (bazag + blbzxm))
y la entrada us dada por:
U = éd — JM9(9 — Qd) (21)

donde o1, Oaro Y Oarg, estan definidas por (3) y My >
2M,. Entonces, para un z(t = 0) € R* donde = =
(x1,,%1,,%2,,T2,), imz(t) = 0 cuando ¢t — oo con
0 < V2M,y < uy, V¥t > 0.

Demostracion: Considere primeramente la estabiliza-
cién del movimiento de rotacién. Sea 6 = 6 — 04. Entonces
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la dindmica del error viene dada por: 0= Uy — éd. Usando

la ley de control (21) resulta en 6 = —UMg(é). Considere
la funcién candidata de Lyapunov V; = 6% y evaluando la
derivada de ésta a lo largo de la trayectoria de 6, tenemos:
V@ = —2009(A) < 0 para todo 6 # 0. Entonces, 6 — 0
cuando t — oo y en consecuencia 8 — 6, cuando ¢ — oo.
Una vez que 0 = 6, el sistema (15) con u; = /72 + 713y
71y T2 dadas por (20), se convierte en

T1p =21
T19 = —OM2 (aﬂ?m + o (agriy + a1t125611))
= T27
—OM2 (b1$22 + om1(bazas + b1b2$21)>
(22)

8,
)
o

|

De acuerdo con el Lema 1, el sistema (22) es global
y asintOticamente estable y ademds es exponencialmente
estable de manera local. En consecuencia, limz(t) = 0
cuando ¢t — oo bajo la restricciéon 0 < VoM, < uy.

|

Observacion 1: Por  simplicidad la  prueba de
convergencia fue realizada para el equilibrio z(t) = 0, sin
embargo, es claro que este equilibrio puede trasladarse a
cualquier punto del plano mediante un cambio apropiado
de variable, e.g. ¥ =z — xq.

Observacion 2: Gracias al resultado presentado en
(Sontag, 1989), la estabilidad del sistema completo durante
la fase en la que 0(t) — 04(t), es garantizada.

Observacion 3: El calculo de 6,4 depende del cuadrante
en el que se encuentre el robot. Para poder trabajar en todo
el plano, el dngulo deseado se calcula mediante:

04 = atan2(r2,r1) (23)

donde 6; € [0,360] representa al norte relativo, con
rotacion positiva en el sentido horario, i.e. 83 = 90 grados,
corresponde a una direccidn hacia el Este.

Observacion 4: De acuerdo a (17), la derivada del angu-
lo deseado estd dada por 6, = % En vista de lo
anterior, la funcidn de saturacién oy, con j = 1,2 debe
ser diferenciable. Por lo tanto, con fines de implementacién
se utiliza la siguiente funcion, la cual es dos veces diferen-
ciable:

-1 si —1—a
pi(s) sise[-1—a,—1+q]
o(s)=4q s sise[-1+a,1+q] (24)
p2(s) sisel—a,1+q
+1 sil+a

con p1(s) = €152 + €25+ €3y pa(s) = —e15% + ea5 — €3,
_ 1 _ 1, 1 _ a”—2a+1 .
donde e; = Iar€2=5T35Y€3= v Finalmente,
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la funcién de saturacién acotada por M; y —M; con j =
1,2, se define por oy, () := Mjo(-).

La representacion en diagramas a bloques de la estrategia
de control para el problema de regulacién del sistema en
lazo cerrado es mostrada en la Figura 2, donde se observan
cuatro bloques: condiciones iniciales, modelo cinematico
con extension dindmica, sistema de control y reconstruc-
cién.

x
H u,cos6
Uy
6 X
2 uysend

Figura 2. Diagrama a bloques del sistema y la estrategia de control.

IV. RESULTADOS

A continuacién se muestran los resultados obtenidos
en simulacién del robot mévil aplicando la estrategia de
control. Los pardmetros correspondientes a la simulacién
son mostrados en la Tabla 1 para las leyes de control de
estabilizacién uq,uo y la Tabla 2 muestra las condiciones
iniciales para cuatro casos.

TABLA 1
PARAMETROS PARA LA SIMULACION

Limites de saturacién | Coeficientes de A y B | Datos adicionales
M, =05 a; =1 ki=5
My=1,1 az = 0,01 P =0,3sin0,1¢

My =1 by =2
by = 0,01
TABLA II
CONDICIONES INICIALES PARA SIMULACION
Condiciones iniciales. | z1g(cm) | zag(em) | (rad)
CI1 90 100 1
CI2 -80 46 2.1
CI3 -65 -54 0.8
CI 4 82 -97 -1.2

La Figura 3 muestra las graficas de comportamiento de
las entradas u; y us del sistema (1), asi como la gréifica
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representativa de la posiciéon del robot mdvil sobre el
plano coordenado, resolviendo el problema de regulacion
para distintas condiciones iniciales dando como resultado
la convergencia global al origen de forma asintdtica. Las
grificas de u; y us muestran el comportamiento de la
velocidad lineal y angular del robot mévil para hacer notar
la convergencia.

Velocidad lineal Uy del robot movil

0.8}

Velocidad lineal (cm/s)
o
[}

0.4+ |
0.2+ !
cl1 !
or cl2
-0.2- -~ CI3
-~ ~Cl4
-0.4-
i i i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo (s)
3 Velocidad angular U, del robot movil
2 -
2 . \
S #
& ¥ [\
3 of 1 -
c I
© V!
-] It
& i
° I '
8T i
]
> —— Cl1 I
Cl2 |
-2~
- - CI3 i
-~ —cCl4 i !
_3_
i i i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo (s)
Trayectoria de posicionamiento del robot movil (x, A Xz)
X, 100
—Cl1
80 £ Cl2
- - CI3
60F cl4
B
A
8
2
8
2
o
_10 i i i i

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Distancia (cm) X4

Figura 3. Respuesta del sistema sin perturbacion.

Con el fin de corroborar la eficiencia del sistema de
control se introduce una pequefa perturbacién, sumando
al estado 6 una funcién trigonométrica P(f) = Asin(6),
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asemejando una condicidon de cambio de direccién, por tal
motivo las gréaficas de la Figura 4 ilustran el comportamiento
de uy,us y XjvsXs con perturbacién. Se hace la aclaracién
que por la suma de error en el estado # posterior a su
convergencia al origen, en la condicién inicial cuatro (CI4)
la informacién es despreciable de la grafica de wus.

Velocidad angular (rad/s) Velocidad lineal (cm/s)

Distancia (cm)

0.8}

045

0.2+

Velocidad lineal u; del robot movil

ok ek e

i

Cl1 { %

- — CI3
Cl4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo (s)
Velocidad angular Uy del robot movil

Cl1
-2 Cl2
Cl3
Cl4
-3
i i i i i i i i
30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo (s)
Trayectoria de posicionamiento del robot movil (x, v, x,)
100+
80
60
40+
201
0 E
_20»
—-40
_60»
_80»
_1 o i i i i i i

i i i i
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Distancia (cm) X4

Figura 4. Respuesta del sistema con perturbacion.

V. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo se presentd una arquitectura de control
basado en el esquema “lazo interno-lazo externo” para la
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estabilizacién al origen de un robot mévil tipo (2,0). Las
leyes de control no lineal son acopladas, y se toman en
cuenta los limites aceptables en las sefiales de entrada del
sistema. Esto se hace mediante funciones de saturacién
doblemente diferenciables. Como resultado se tiene una
ley de control simple, la cual puede ser implementada en
sistemas embebidos. Se mostré la prueba de convergencia
del sistema en lazo cerrado en el sentido de Lyapunov.

En una etapa posterior se extendera la técnica al problema
de seguimiento de trayectorias, llevando a cabo la imple-
mentacién y evaluacién de la ley de control en el sistema
real.
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